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Lo que estamos llamando.“la clase” no es, sin embargo, otro indivi-
duo u objeto del mismo tipo que sus miembros, ni tam una pro-

iedad, es el conjunto de cosas que tienen la propiedad No hay, pues,
ningtin objeto individual al que sea aplicable el nombre de clase, asi,
pues, €l nombre de clase no nombra 2 ningén constituyente de la pro-
posicién en cuya expresién verbal aparezca el nombre de clase De tal
suerte, la clase es una construccién légica Pero una construcciéon 16-
gica no es una ficcién

Aunque puede haber cierto gehgro de un uso demasiado precipi-
tado de la navaja de Occam, €sta sugiere no obstante un principio
metodolégico Gtil que Russell ha Nlamado algunas veces el princi-
pio de “construcciones versus inferencias” Este principio puede enun-
ciarse brevemente Cuando, para describir un conjunto de hechos, te-
nemos que suponer una entidad imperceptible, no debemos inferir
que la entidad en cuestién existe, sino que debemos buscar algo que
tenga las propiedades requeridas Esto es lo que s¢ ha hecho al defi-
nir los puntos por medio de la abstraccién extensiva En este caso
encontramos que no era necesario suponer particulares simples que
fueran puntos, puesto que podfamos reemplazarlos por una estructura
compleja que tuviera las propiedades requeridas o vimos, esto
no significaba separar los puntos, sine mostrar con mds claridad qué
son exactamente los puntos El principio de “construcciones versus
inferencias” puede considerarse como una encamacién del consejo:
Llevad vuestro anilisis tan lejos como sea posible, hasta mostrar que
todo concepto es una funcién légica de lo que se percibe senso-
rialmente

§ 4 Légica y matemdticas

Siempre se ha reconocido que el razonamiento matemitico es légico,
quue en consecuencia hay ung conexién peculiarmente intima entre
bgica y las matemdticas Pero, aunque tpdo el mundo concede
que la légica es necesaria para las mateméticas, sblo en tiempos m
recientes se ha visto que es suficiente Las matemiticas han sido defr-
nidas tradicionalmente como *Ja ciencia de la magnitud discreta v
continua”, o como “la ciencia de la cantidad” Aun Leibniz, que vio
en la teorfa del silogismo “una especic de~matemética universal”,
siguié la tradicién al circunscribir lo que debfa Ilamarse propiamente
“matemiticas” a la ciencia de la cantidad Tampoco es sorprendente
gue esta definicion de las matemiticas haya parecido satisfactoria
urante tanto tiempo La aritmética y el 4lgebra consideradas como
ciencias relativas al nidmero, la geometria considerada como yna cien-
cia relativa a los puntos, lineds, planos y volumenes, parecerian que-
dar exactamente descritas al decirse que son relativas a la cantidad
discreta y continua Es cierto que los puntos no son cantidades, pero,
puesto que las relaciones entre los puntos pueden expresarse por me-
dio de cantidades geométricas, el caso de los puntos no parecié hacer
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inadecuada la definicién; sélo causé dificultades en relacién con la
naturaleza de los Funtos Sin embargo, cuando la geometrfa proyec-
tante, la teorfa de los grupos abstractos y el 4lgebra de la 16gica —para
mencionar sblo unas s ramas de las matemiticas— fueron des-
arrolladas, se hizo obvio que no hay relacién esencial alguna entre las
matemiticas y la mntidaa

El estudio de las mateméticas, como en el caso de las otras ciencias,
tuvo su origen en el intento de ordenar la iencia sensorial En el
capitulo vix vimos cudn diffcil debe de haber sido el avance en la
abstraccién del pensamiento cuando se comprendié por primera vez
que un conjunto de dias, un conjunto de peces o un conjunto de man-
zanas podian tenei todos ellos el mismo nitmiero Este grado de abs
traccion nos es tan familiar ahora que lo damos descontado y
creemos que sabemos lo que es el nimero Es posible que confunda-
mos la familiaridad con la comprensién Puesto que los ndmeros con
los que estamos familiarizados son los némeros finitos o inductivos,
a los cuales es aplicable el proceso de contar, 1a nocién del némero
del sentido comtn se basa, en considerable medida, en intuiciones
derivadas del proceso de contar, mientras que la operacién misma de
contar permanece sin analizar En consecuencia, nuestra concepcibn
del ndmero es indebidamente restringida y oscura Hemos visto que
el proceso de contar consiste en establecer una correlacién de wmo-
uno, toméindose en cierto orden los objetos contados El proceso
de contar, por lo tanto, presupone la nocién de la similitud y es
menos légicamente simple, puesto que el proceso de contar rezmm;reo
un orden pero la similitud no De aquf que Ia definicién del n
por medio de la similitud conduzca a una mayor generalidad De esta
manera, la aritmética c]:seda liberada de su dependencia mto dela
intuicién A pesar de las ideas oscuras acerca de la relacion entre el
nfimero y el proceso de contar, la mayor de las personas cultas
probablemente admitirian que las propiedades del nimero que pro-
ducen las reglas de la aritmética son independientes de lo que yeal-
mente existe Esto equivale a admitir que las proposiciones de la arit-
mética son a priori, es decir, susceptibles de ser conocidas in
dientemente de cualquier tema de estudio dado Es probable que
cierta vacilacién para admitir que hay una ciencia, llamada
mente gometrla, la cual es igualmente independiente de las intui-
ciones dadas en la experiencia Existe cierta justificacién para tal vaci-
lacién Lo (&ue ordinariamente se llama geometra debe distinguirse
claramente de la aritmética, puesto que es una ciencia tan entera
mente empfrica como la dindmica y, por lo tanto, una rama de la
ciencia natural Esta rama de la ciencia natural —que, ﬂr 13ZONES
de conveniencia, podemos llamar “geometria empfrica”— ha sido tra-
dicionalmente confundida con la geometria como matemitica pura
A esta confusidn se debié la creencia de que la geometrfa era una
ciencia de la cantidad, relativa a las propiedades del espacio ® Se supu-

9 Asi, por ejemplo, De Morgan, habiendo afirmado “el espacio y o
tiempo son las inicas materias necesarias del pmsamien({i:’e’, afiade: “y ztm
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%0 que los axiomas de 1a geometria eran descriptivos de nuestro espa-
wcio y que los teoremas de la geometria eran necesariamente verdade-
wos, pues se consideraba que eran demostrados por medio de los axio-
mas solamente Ahora, como vimos en el capitulo x, se sabe que esta
concepcién es errénea Hemos visto que ¢l intento de deducir los teo-
remas de Euclides a partir de sus axiomas mostr6 que las deducciones
de éste caredian de ngor l6gico, puesto que exigian supuestos que no
estaban incluidos en los axiomas peio que guardaban conformidad
con nuestfas intuiciones espaciales 1 Se reconocié que el axioma de
ilas paralelas era menos plausible que los otros axiomas de Euclides,
«de modo que se hicieron muchos intentos de derivar el axioma de las
yparalelas de los otros Estos intentos fracasaron, y los matemdticos
em a construir sistemas geométricos basados en la negacién
del axioma de Euclides De esta manera surgieron las geometrias no-
euclidianias que han desempefiado un papel tan im: te en el des-
arrollo de las matemdticas y de la fisica matemética Na es posible
.examinar aquf tal desarrollo 12 Basta observar que el resultado de este
desarrollo el establecimiento del hecho de que toda geometria
s rigidamente deductiva y no emplea ninguna forma de razoniamiento
que no se base en la antmética Es decir, que una geometria pura
€$ un sisteina deductivo constrnido io de conceptos primi-
gﬂmypmposicionespﬁmiﬁmm i forma explicada en el capf

0 X
ta]Todic;alz:adclasmawnitimconmste' h;n;aﬁrmamonﬁ'lu'cugesdeque

es y cuales proposiciones primitivas impli uales conse-
cuencias Asi,pues,unaproposicibnmateméﬁmmd);hformn Si
un conjunto de elementos x, y, z  satisfacen tdles y cudles condi-
ciones, entonces esos elementos satisfardn también tales y cuales otras
condiciones La especificacién de las condiciones determina la tama
de las matemiticas que se estd investigando; cjemplo, la aritmé-
tica, la geometria proyectante, la geometria iptiva, etcétera Asi
puede demostraise que toda rama de las matemdticas consiste entera-
mernte en proposiciones accrea de las propiedades de ciertas relacio-
nes, tales como estar en linea recta con, o ser el producto de, que rigen
entie ciertas entidades, tales como los puntos o los ndmeros Podrfa
suponerse que primero debemos saber cudlés son las entidades entre
ias que figen las relaciones afirmadas en las proposiciones primitivas
Eso, sin embargo, seria un error Todo lo que se requiere es que las
proposiciones primitivas sean mutuamente consecuentes Si los obje
tos que tienen las propiedades requeridas pueden encontrarse, enton

congﬁtuy?;lduulllmdehsmamiﬁm” (Proc London Mathematical
Society, vol 1,
‘n;:lﬂmapdeq)whm?dadchhgu%gﬁmhihgdowadm
ngulos rectos se¢ desprende del postulado paralelas 5!18!!18!
conformidad con nuestras intyiciones espaciales ordinarias Lnegmbndel
postulado condujo, por una parte, a la geometria hiperbélics, y, por otra
parte, a la geometra elfptica

1t Véase Cajyont, History of mathematics
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ces el sistema deductivo dpuede ser interpretado Por ejemplo, se nos

Irfa dar un conjunto de objetos in idos que podriamos Jlamar
arbitrariamente objetos X y objetos Y, y una relacién indefinida R,
v una proﬁosicién rimitiva Si cualesquera dos objetos X son dados,
entonces hay un objeto Y, y sélo uno, con el que ambos objetos X
guardan la relacibn R Podriamos in retar%os objetoe X como
puntos, los objetos Y como lineaséar la relacién R como estd situado
en Esto da el teorema fundamental de la geometria plana: Si se dan
dos puntos, hay una y sdlo una linea en que ambos puntos estin si
tuados Otras interpretaciones serfan posibles: Mientras nos ocupemos
;le la gt?;nn;etria pura —es decir, de geometrig colmrigﬁgnamrama ge
as ma ticas—, no tenemos que ocupamos de ni ignificado
particular de “punto” o “lineaﬂ Asf, I;::;, puede decirse que las
mateméiticas se ocupan de todos los sigmificados posibles, es decir, de
todos los objetos por medio de los cuales puedan interpretarse los
teoremas, o bien puede decirse que no se ocupa de ningin signifi
cado * No podemos discutir aquf cuil es la manera preferible de
expresar esto S6lo nos interesa observar que una ciencia matemética
es un sistema deductivo que consiste en conceptos primitivos, propo-
siciones primitivas y deducciones de éstos

Las matemiticas aparecen, como la ciencia de la prueba for
mal o0 la demostracién l6gica Hace sesenta afios un matematico norte-
americano, Benjamin Peirce, defini6 las mateméticas como “la ciencia
que extrae las conclusiones necesarias” 13 Este fue el primer recono-
cimiento explicito de que las matemiticas son indﬂaendientes de cual
c;‘uier tema de estudio dado Peirce, cierto, llega a afirmar que
“las matemiticas, segin esta definicién, pertenecen a toda investiga
cién, lo mismo moral que fisica” De tal suerte, las mateméticas vie-
nen a ser la ciencia razonamiento exacto Esto sefiala un avance
notable en la comprensién de la naturaleza de las mateméticas La
definicién de Peirce no es, sin embargo, del todo completa, deja sin
explicar qué puede significarse por *“conclusiones necesarias” La nor-
ma de exactitud, del rigor 16gico de una demostracién, ha cambiado
Este cambio se debe al hecho de que los mateméticos han estado tra-
tando de hacer que todos sus supuestos sean explicitos, debido al
hecho de que ellos han abandonado el recurso a la intnicién 24 Den

13 Esta segunda concepcién ha sido atribuida a Hilbert y sus seguidores,
quienes constituyen lo que se conoce como escuela formalista de matemé
ticos Véase més adelante ¢] Apéndice C El lector también puede consultar
dos articulos de F P Ramszy, “Mathematical logic”, en la Mathiematical
Gazette (octubre, 1926); y “The foundations of mathematics”, en Proc
London Mathematical (agosto, 1926); y C 1 Lewis, Survey of
Symbolic Logic, capitulo w1, § 3

18 Linear Associative Algebra, § 1 (1870, reimpreso en el American Journd
of Mathematics, vol 1v, 1881) ‘

M Incluso Gauss, uno de los més grandes matemiticos, publicé pruebas
que hoy no se considerarian suficientemente rigurosas Por cjemplo, su pri
mera prucba del teorema de que toda ecuacién algebraica tiene una rafz cons:
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tro de un moniento consideraremos si el ideal de la exactitud ha sido
alcanzado Bertrand Russell ha ofrecido una definicién mds satisfac
toria, que completa la de Peirce De acuerdo con su concepcién, todos
los conceptos de las matemiticas pueden definirse en términos impli
cados en cualquier tipo de razonamiento complicido, y todas las 1%ro-
iciones matemdticas pueden deducirse d¢ proposiciones de la légi-
cafonnal“Detals::lertg,lal%segmtetg:ticasp delf(')u;irsecomola
ciencia que se ocupg de ucci T principios 16gicos a partir
de pxinc?pios 16gio¢l;sa". 16 Estos pxincipiors,olégicos slzn los principios de
todo razonamiento Se desprende de esta definicién que las mate-
miticas son indistinguibles dé la 16gica pura Al examinar la estruc
tura de los sistemas deductivos, examinibamos la estrictura de las
matemiticas Los légicos modemos han demostrado detalladamente
que esta concepcién de las matemiéticas es justificada: Peano logré de
rivar la aritmética de los némeros inductivos —es decir, los nimeros
cardinales finitos— de cinco proposiciones primitivas y tres concep-
tos primitivos 17 Estos oon son cero, nimero, sucesor de Frege
¥ Russell mostraron ind ientemente que estos conceptos podian
definirse en términos de necionei‘}mramenhe Wogicas de clase, per-
teneciente a una clase y similitud se demostré que la aritmética
fs una rama de Iaéélégica pu;abdiﬁteriormente se ha nlllost;alélso ue
0s sistemas geométricos no interpretarse como aplica a los
ndmeros Asi se ha doelané]isisdelasmatemitiml;en términos
de conceptos 16gicos fundamentales. El sisterna matemético de Prin-
cipia mathematica ha demostrado la equivalencia de las matemsticas
y la l6gica, pues, partiendo de premisas que todo el mundo debe admi-
tir que son puramente ldgicas, se deducen resultados que todo el
mundo debe admitit que pertenecen a lo que ordinariamente se llama
matemiticas Russell afirma: “Si todavia hay quienes no admiten la
identidad de la 16gica y las matemiticas, podemes desafiarlos a que
indiquen en qué punto, en las definiciones y deduccionés sucesivas
de Principia mathematica, consideran ellos que termina la légica y
comienzan las mateméticas Serd obvio eatonces que cualquier res-
puesta debe ser del todo arbitraria ” 18 Esto debe concederse 29

tituye un ejemplo del uso dé la intuicin en lo que se ofrecia como uma
prucba absolutemente rigurosa

18 La definicibn exactd de Russell es: “Las matemdticas pimas son la clase
de todas las proposiciones de la forma ‘p implica ¢, dc pqupllrg
posiciones, y ni p ni ¢ contiencn ningunas constantes, excepto constantes
glm"(Pri?:dpluof_mathmutia,-p 3)

18 Russei, loc cit

17Pare una descripcin del procedimiento de Peano, véase B Ruyssery,
" Int Math Phil, capitulos 1 m

180p cit, p 194

19 Debe observarse que lo que se requiere para las matemiticas es que los
axiomas sean consecuentes En e capftulo x vimos que la consecuencia sélo
podria establecerse al encontrarse una interpretacién para la cual los axiomas
sean verdaderos Estos objetos no pueden tomarse del mundo real, puesto
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Ahora debemos considerar en qué medida se ha alcanzado el idéal
del rigor légico Surge una di 'clﬂtad en relacién con el concepto de
clase En el intento de Ilevar a cabo una deduccidn estrictamente rigu-
rosa de las propiedades generales de las clases y relaciones a partir de
las premisas 16gicas fundamentales, ciertas contradicciones se hicieron
aparentes Comenzaremos por considerar la contradiccién de Russell
respecto a las clases que no son miembros de si mismas De ordinario.
no supondriamos que una clase ¢s un miembro de si misma Por
ejemplo, la clase de todas las mesas no serfa considerada ella misma
como una mesa, ni la clase de todos los hombres como un miembro
de sf misma, es decir, un hombre Pero podria ser natural suponer que
la clase de las cosas que no son hombres no es ella misma un hombre
y, por lo tanto, un miembro de sf misma Esta suposicién, sin embar

go, conduce a la contradiccién Esta contradiccién puede mostrarse
ficilmente si damos a una clase que no se contiene a sf misma como
un miembro el nombre de clase ordinaria Entonces representemos:
por medio de O la clase que consta de todas las clases ordinarias Aho-
ra tenemos que considerar si O es un miembro de sf misma o no

Si O es un miembro de O, se desprende de la hipétesis de que O es
una clase ordinaria que O no es un membro de O; si O no es un
miembro de O, se desprende de le hipétesis que O es un miembro de
O Asf, pues, cualquiera de las dos suposiciones —a saber, que O es
un miembra de si misma y que no es un miembro de sf misma— con-
duce a la contradiccién Russell se enfrenté a esta contradiccién distin-
guiendo diferentes tipos 16gicos En el capitulo x vimos que una clase
que consta de individuos no es ella misma wn individuo Si dijéra-
mos que tanto la clase como los individuos son “entidades”, estarfamos
usando la palabra “entidad” en dos sentidos diferentes Asi, pues, tene-
mos que reconocer que los objetos son de diferentes tipos 16gicos, y que
cualquier predicado dado puede ser afirmado significativamente acerca
de un solo tipo de sujeto Por ejemplo, es significativo afirmar que
“Sécrates es un hombre”, pero carece de significado afirmar que “Una
clase es un hombre” Por consiguiente, debemos reconocer que las
proposiciones acerca de los individuos no son de la misma forma que
las proposiciones aceica de las clases de individuos De manera similar

que ello dejarfa al método abierto a las incertidumbres del método experi
mental; deben tomarse, por lo tanto, de otras ramas de las mateméticas Por
loqu:nsereﬁl‘:e:feaahlgeomeh‘ia,ec 'bleht;tll:rl‘;snﬁmerosrealesymm
que ellos satisfacen los axiomas Por ejem ,'unho"puedeinlu?mme
como aplicable a mna trfada ordenada de némeros (x, y, zk; “planc” puede
interpretarse como aplicable al conjunto de tales triadas que satis
facen una ecuacién lineal, y asf sucesivamente Pero cuando intentamos in
vestigar la consecuencia de los axiomas formulsdos por Peano para los nd
merosmlns,nopodoshalhrningunammam&dmﬁbdehsmamiﬁa's
que pueda proporcionar una interpretacibm De aquf la necésidad de la re
duccién de estos conceptos a Iz 16gica
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debémos reconocer que las proposiciones acerca de las clases no son
de la misma forma que las proposiciones acerca de las claseés de clases,
y ast sucesivamente Estas diversas pl‘?osidones serén de diferentes
Gidenes, siendo el orden dependiente del tipo Asf, pues, si decimos
que las proposiciones acerca de los individuos son del primer orden,
entonces las proposiciones acerca de las clases de individuos serin del
segundo orden, y asf sucesivamente De acuerdo con esta teorfa de los
tipos 16gicos, debemos admitir que tanto la afirmacién “Una clase es
un miembro de sf misma” como la afirmacién “Una clase no es un
miembro de s{ misma” son estrictamente carentes de significado. Nues-
tra incomprensién de que tales afirmaciones no son falsas, sino ce¢
rentes de significado, se debe a nuestro hébito inveterado de suponer
que toda oracitn ticalmente comrecta debe ser significativa
Tenemos que distinguir ademis entre los diferentes 6rdenes de pro-
Riedades aplicables al mismo tipo de sujeto Segtn la concepcién de
ussell, Ias p ','onesacemdelasc{msonproposici
de las iedades que definen a las clases Asf, una proposicién acer-
ca de una clase (por ejemplo, los grandes poetas) serd una ici
. acerca de todas las propiedades que definen la clase 0§ cOn-
siderar entonces si existen dificultades en relacién con las proposicio-
nes acerca de todas las propiedades Es claro que si existen Por ejem
plo, dado un obéelto A, podemos preguntar si A ticne alguna propiedad

de la fndole ® Si A tiene tal propiedad, entonces el que A tenga esta
propiedad serd otra propiedad de A Llamemos esta i F En
tonces podemos preguntar si F puede ser una i la fndole ®

Parece claro que no e serlo Por ejemplo, si decimos “Shakespeare
tenh&dasl%mﬁcgﬂmquepume&namgmnpm”.mm-
ces “caracteristicas” no se entenderia de tal manera que pudiera incluir
una propiedad tal como tener todas las caracteristicas de un gran poeta,
puesto que esta propiedad presupone la totalidad de tales caracterfs-
ticas Asf, pues, si A tiene una propiedad de la fndole @, entonces la
propiedad F —o sea, tener la propiedad de la fndole @— no puede
ser ella misma una propiedad de 1a indole ® Asf, pues, F es una pro-
pieded de un orden superior que ® Cualquier propiedad que sea
definida por medio de todas las propiedades de cierto orden, debe ser
entonces una propiedad de un orden superior 20

Esta teorfa de los tipos nos permite evitar Ia contradiccién respecto
a las clases y respecto a las afirmaciones acerca de todas las propie-
30 El priticipio implicado en la teorfa de los tipos se llama “el principi
del drclﬂp;n\':icl%so", y Russell lo enuncia asf: “Cu;.i.’t?uiet cosa que mg;;”}:
a todos los miembros d¢ nna coleccién no debe ser uno de Jos miembros de
S L T e e S g o b

uccion, capitulo

también F P_Rm:s:nr,‘I‘hefo:maiationofmathcm¢|t:'¢:l:,ﬂ:l;:l %J’Rm%
ha sefialado que la teoria de los tipos s¢ divide en dos partes distintas que
tienen que ver, respectivamente, con dos grupos diferentes de contradicciones
No podemos detenernos a examinar esto aquf )
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dades de cierta clase. La teoria, sin embargo, tiene consecuencias des:
afortunadas La distincién de tipos invalida algunos de los teoremas
s fundamentales del andlisis 3 Para evitar esta dificultad, Russell
introdujo el axioma de reductibilidad ** Este axioma afirha queé
para cualquier propiedad de un orden superior hay una propiedad
equivalentc del orden inferior Esta equivalencia no es una equiva
lencia de significado, sino de extensién Vale decir, que cualquier cosa
que tenga una propiedad tiene la otra, de modo que las dos propie
dades definen la misma clase en el sentido de que tienen la misma

Asi, ¢l axioma afirma que dada cuslquier propiedad de orden superior
hay una propiedad del orden inferior que tiene la misma extensién (es-
decir, que es aplicable a los mismos objetos) que la propiedad de un
orden superior Este axioma implica que cualquier clase que sea defi
nida como la extensién de una propiedad de orden superior, serd tam-
bién la extensién de una propiedad del orden inferior Se desprende
del axioma que la totalidad de las clases cuyos miembros son de un
tipo dado, pueden obtenerse de la totalidad de las propiedades del
orden inferion que son aplicables a ese tipo La totalidad asf obtenida

ve se definan los ndmeros reales como secciones de racionales
mdonﬂamnmag:deespedddedmdemdomlq;pmlohnm.
las proposiciones acerca de los méimeros reales serin proposiciones acerca de
una especie de clase de racionales Ahmpodunosvgrmu[rodnceh
— , )

la caracteristica de tener cualquiera de las caracteristicas que definen a los
miembros de A De tal suerte, la caracteristica definidora de U implica una
referencia a todas las caracteristicas definidoras de los miembros del conjunto
de los nfimeros reales, de modo que U no serd un nfimero real, puesto que es
una sectibn de racionales definidos por caracteristicas de un orden superior
Asi, pues, esta prueba se derrumba si se acepta la teoria de los tipos (Véase
Guﬂvﬁuh’ummsm) ]

i incipi ica, Introduceién capftulo 1, §§6, 7y *12
Cf también Int Math Phﬂ,upihﬂoxvn,ymrlocg o
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serd una totalidad legitima La aceptacién de este axioma basta, en-
tonces, para asegurar la validez de los teoremas en el anslisis

No puede afirmarse, sin embargo, que este axioma de reductibi-
lidad es evidente por si mismo No es puramente 1égico, como lo son
las otras proposiciones primitivas de Principia mathematica En con-
secuencia, este sistema no logra alcanzar un rigor légico completo
Trabajos recientes de L. Wittgenstein y F P Ramsey han mostrado
que la dificultad debida a la naturaleza insatisfactoria del axioma de
reductibilidad puede ser superada Ramsey ha sugerido una recons-
truccién del sistema de Principia mathematica en 1a que el axioma
de reductibilidad ya no es necesario No es posible examinar este des-
arrollo aqui 28 Hemos dicho lo suficiente para indicar la enorme difi-
cultad de efectnar un anilisis completo de los conceptos mateméticos
en términos de conceptos puramente 16gicos, y de construir un sistema
deductivo completamente riguroso que comprenda todas las ramas de
lo que ordinariamente se llama matemdticas Pero, a pesar de las difi
cultades que se presentan en la labor de completar la construccién,
debe admitirse que ésta ha mostrado que las matematicas son idénti-
cas a la l6gica como la ciencia de la forma pura

El logro del ideal de la forma es también el logro de la abs-
tracci6n completa y de la generalidad completa No es necesario un
examen mis detenido para demostrar que esto es asi Puede que val-
f la pena, sin embargo, subrayar la 1mportancia del hecho de que

demostracién es independiente del tema de estudio Reconocer esta
independencia del tema de estudio es reconocer que toda prueba 16gi-
ca es formal La palabra “prueba” se usa algunas veces en un sentido
en que tiene que ser distinguida de “demostracién”, o sea, “prueba
légica’;l El pnmerduso uede hacerse claro por medio del contraste
entre el propdsito de tal prucha, que consiste en producir conviceién,
yelpropésitodelapmebalbgm En el capitulo x vimos que no nos
convencemos de la verdad de la ley conmutativa m x n — n x m cuan-
do seguimos su deduccién en los Principia mathematica El propbsito
de la deduccitn es la demostracién, no la conviccibn Es por esta razén
ggehoonspucciéndelmsistemahlpareccexigir, como cuestion

hecho psicolégico, que una rama de las matemdticas haya sido des-
arrollada en grado considerable antes de que pueda aplicarse ¢l méto-
do del anilisis Si este método no es primordialmente un método para
producir conviccién, menos atin es un método de descubrimiento Su
ideal no es el descubrimiento, sino la demostracién Conviene, cierta-
mente, precavernos contra un |gosible malentendido Al decir que las
matemdticas se reducen 2 la l6gica, estamos diciendo que las mate-
miticas pueden exhibirse como una estructura completamente 16gica,
de modo que ningtin elemento de intuicién intervenga en una prueba
matemitica Pero decir esto no es decir que el proceso del descubri
miento matemitico estd constrefiido al razonamiento deductivo Por

23 Véanse los articulos de F P , antes ci i
Aot Ramsey, antes citados, y también ¢
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¢l contrario, el matemético usa todos los recursos de la perspicacia
cientifica Imagina, conffa en analogfas, se orienta por la intuicién
geométrica y por una sensibilidad para Ia forma pura que lo lleva a
hacer descubrmmientos importantes Pero los teoremas matemiticos,
no importa cémo puedan haber sido descubiertos, deben ser suscepti-
bles de formulacién abstracta y de demostracién por medio de métodos
puramente légicos Una rama de las mateméticas es un conjunto de
proposiciones susceptibles de formulacién abstracta en tal forma que
pueda demostrarse que toda proposicién se desprende de los conceptos
primitivos y las proposiciones primitivas e considerarse entonces
que las matemdticas consisten en todos los sistemas deductivos com-
pletamente abstractos



