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Seleccionamos del universo todos los individuos excepto los poif-
ticos La clase resultante es la clase de todos aquellos que no son

oliticos
P Estos modos familiares de combinacién entrafian conjunciones 16
gicas Estas pueden resumirse de la siguiente manera: usando o, B
para representar cualesquiera clases

(i) La clase sin a, es decir, no-g, simbolizada por &
(h)LaCIaseG)’ﬁ,&deﬁr,Gﬂ
(iii) La clase @ 0 §

Existen analogias obvias enhe estas operaciones sobre las clases y
las operaciones matemé4ticas de la sustraccién, la multiplicacién y la
adicién La operacién de seleccionar la clase sin a es aniloga a la
sustraccién La operacién que produce « o f es aniloga a la adicién,
or lo tanto, la resultante s llamada 14 suma légicade a y f 22
operacién que produce m ansloga a la multiplicacién; por lo
tanto, la clase tante es llamada el producto légice de o y
Puesto que a, § han de n:zlr:star cudlesquier a_& y puesto que
uno de muéstro§ supuestos fundamentales es que cualquier combina
cién de « con B produce una clase, s¢ desprende que of), o-f;
deben ser clases, no importa qué niiembros ténga a o tenga § Supbn-
gase, por ejemplo; que g es la clase de los hiddgos y § la clasé
de los bastreros, entonces off es la clase de los kidalgos basureros
Pero no hay ningln individuo que sea al mismo tiempo hidalgo y
basurero; por lo tanto, los hidalgos basureros son und clase due no
tiene miembros De una clase asi se dice que és vacia; se le da el
nombre de clase nula Podria objetarse que el que no haya hididlgos
que sean basureros es una caracteristica accidental del mundo hasts
nuestros dias, y quie una revolucién gilbertians podria darle miembros
a esta clase Serfa ficil, sin embargo, encontrar ejemplos a los que no
se les podria oponer esa objecién Por ejemplo, ld clase de los cus
drados no tiene miembros en comiin con la clase de los cfreulos, por
lo tanto, su producto égico, cérculoe cuadrados, es una elasé vacia;
es la clase nula La clase nula es simbolizada poi 0

La clase de los circulos combinadd por la conjuncién disyuntiva o
con los hidalgos basureros, produce la clase circulos 6 hi basu:
reros Esto es lo mismo que la clase de los circulos, puesto que la
dasedeloshiddgosbm«osnoﬁeﬁemiembms;asi?lachseqde
32 Pero, puesto que “o” nohadgintﬁ)rem' exicligivamente, la analogis
tf:on_laadidbnmd&niﬁcanoesmcta ohqopemdéninvwgidems‘trog'
Bdea,pwmglueayﬂpuedenwnumiembmwmmhﬁsu&n,a
o a produce a E] anélogo propio de la sustraccién es la seleccién de o del
universo, 1o cual nos deja la clase no o, De consiguiente, esto se simboliza
a veces con “— a”, pero actualmente por lo general se escribe @ En el sis
tema de Boole, “0” se interpreta exclusivamente, ¥ es asi un invérso propio
dehmcci&l : ST (N '
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consiste en todos y cada uno de los miembros de cfreilds, junto con
todos y cada uno de los miembros de hidalgos basureros, es la clase
de los circulos |

La clase de los cfrculos combinada por la conjuncién copulativa y
¢on la clase de los circulos cuadrados, es la clase nula, puésto que 1a
clase que consiste en todos y cada uno de los individuos que son
un circulo y un circulo cuadrado al mismo tiempo no tiene miembros

Estos resultados pueden ser exprésados déndoles a los simbolos
+ y X las interpretaciones mah:ﬁﬁcas ordinarias, en forma genera
ﬁda,g;nareprmntandocualquierclasequenoseavaciayOla

en

(iJe+0=a
(if) @ X 0= 0

O sea (i) Lo que es o bien a 0 bien nada, es a
(ii) Lo que es a y nada al mismo tiempo, es nada

Ahora introducimos la relacién estd incluide en, que por el mo
mento consideraremos indefinida Con su ayuda podemos dar una
definicién precisa de 1a suma légica y del producto 16gico de cuales
quiera dos clases

El producto légico de dos clases es la clase incluida en cada una
y que incluye a toda clase incluida en ambas

suma légica de dos clases es la clase que incluye a cadas und
y ueesliincluidaentodaclasequeincluyeaambu

la definicién de la suma légica se desprende que la clase nula
estd incluida en la clase o, sea lo que fuere @ Es decir, que la clase
nula estd incluida en toda clase Este resultado no es familiar, y
gor lo tanto puede parecer absurdo. Pero es uma consecuencia del
echo de que estamos intamo las clases extensionalmente Por

¢jemplo, la clase de los og significamos aquellos individuos
que gon 08; 1O 8i "cnmoslogu;ealgunas veces se llama el
‘ basurero Puesto que la clase nula —o sea, la clase sin

= es considerada extensionalmente, se desprende que: hay
sblo una clase nula
La relacién estd incluida en es transitiva y nosimétrica, puesto‘que,
si g estd incluida en B, no se desprende que haya ningén miembro de
P que no sea a En otras palabras, ¢ y fp pueden ser coextensivas o
pueden no serlo Seri conveniente simbolizar estd incluida en me-
disnte < Entonces los resnltados que hemos obtenido respecto de
li clase nula —es decir, la clase qué no tiene miembros— y el
universo =—o sea, la clase de todos los miembros posiblés de cualquier
clase— puedén resumirse de la siguiente manera:

1 0<aq, o sea, la clase nula estd incluida en toda clase.
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2 0«0, o 3ea, 1a clase nula estd incluida en la clase nula

3 u<l,osea,cualquierclas_eestéincluidaeneluniverso

4 1<, o sea, el universo esté incluido en el universo

La combinacién de proposiciones puede efectuarse de una manera
o%a a la combinacién de clases Empezaremos nuevamente con
os familiares de combinacién, y después consideraremos si es
poS: e definir algunos de estos modos de combinacién en términos de
otros modos %
Comenzaremos con los conceptos no analizados de: (i) una propo
sicién, (ii) afirmacién de una proposicién
Formulamos los siguientes supuestos:

(1) Cualquier proposicién puede ser afirmada 34
(2) Las proposiciones pueden ser combinadas
(3) Cualquier combinacién de proposiciones es una proposicién

cgadaur}a‘;lrelauénfamill)mrmpormedlodeéilacual,l-c.l:unapm%t:l
sicon p podemos obtener otra aon no-p Pproposicy
serd llamada la contradictoria cgop 85
modos de conibinar dos o més proposiciones son familiares,
a saber, los modos de combipar por medio de las relaciones légicas
¥ 0, miphca Asi, dadas cualwqulera dos_proposiciones, hay upa
tercera proposicién que consiste en su afirmacién simultinea, es
decir, la afirmacién de las dos juntas Esta p icién se deriva de 1a
combmaqénde&dﬁ;a ed:ode]aoonun copulativa y, lo cual
prqdncedbyq aéns:multﬁneadepyqpuedemreoetde
6 de una manera ogia al producto légico de doscla.m,

ﬂue producelaclasenula Aslm:smo, dos o mds es,
ay una tercera que consiste en su afirmacién alternativa propo-
sicibn se deriva combinando p, ¢ mediante o, qu;éproduce la pro-
g;mmbn individual p 0 ¢ Asimismo, dadas dos o mis proposiciones,

una tercera proposicién que afirma que una de estas proposiciones
unphca la ot Es decir, que dada cualquier proposicién p, hay otra
proposménqtalquepnnphcaq

Estos modos de combinacién son llamados funciones de las propo
siclonies asf combiniidas, y la derivacién de itha proposicién por ‘medio

88 Debe recordirsé que, al seguir este modo de procedimiento, nuestro
propbsito no es consiruir un sistema deductivo, sino exhibir la manera en
qiic podria siigerirs¢ la posibilidad de contrir tal sistema Por esta nizén
empezamos con lo que es obvio, no con lo:que es logicamente simple, y
enionces precedemos a enunciar principios formales sin intesitar la prucba

precisa
84 Decir “p es afirmada” equivale a “p es verdadera”
38 Negar p equivale a “p es falsa”
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de no es llamada una funcién de la proposiciés original Ahers |
mos resumir estas cuaixo flmcxones, afiadiendo nombres y siml
apropiados 3¢

Relacién légica Funcién Simbolizada por
1) No negacién o contradiccién --.p
2) o adicién o disyuncién pVq
3)y multiplicacién o conjuncién p:q
4) implica lmphcamén p3q

No es necesario considerar todos los modos de combinicién comp
modos indefinidos Dada la negacién, podemos definir la disyun-
¢ién si supomemos la conjuncibn, a la inversa, ‘podemos deéfinir la
confuncién si suponemos. la disyuncién; finalmente, podemos definir
la implicacién si suponemos la conjuncién o la disyuncién

(I) Comenzamos considerando la disyuncién como indefinidg y
definimos a (3) y a (4) en téminos de négacidn y disyuncién

(i) p ¢ = ~(~pV—q) Df

Esto puede leerse como “ ‘es falso que o bien p es falsa ‘o bien
q es falsa’ sea la equivalente definida de ‘py ¢' "

(i) p=q = ~pVq Df

Esto puede leerse como: “‘p implica g es la equivalente defmlda
de obxenpesfalsaob:enqesverdadera’" ‘

(II) Considerando la conjuncién como indefinida, definimos g q (2)
y a (4) en términos de negacién y conjuncién

(d) pVg = ~(—p ~q) Df

Esto puede leerse como: “‘po g’ esla ec;uivalente definida de ‘s
de ‘es falso que p sea verdadera y ¢ sea falsa’ ’

(b) ¢ = —(p ~q) Df

Esto puede leerse como: “‘p implica ¢ es la equivalente definida
de ‘es falso que p sea verdadera y g sea falsa’ ”

Puesto que cualquier proposicién puede ser verdadera o pu'eﬂe:ée:

%6 Nosotros utilizamos el simbolismo de Princigia mathematica, pere debe
observarse que podrfamos usar -} para disyunciém, xpanwnjundén y
pat lo tents los nombres “adicién”, “multiplicacién” El moda
decombmaabnesloquehmosllamadoenelcapitlﬂomla 'formndur
nativa” Es muy deplorable que é! nombre “disyuncién” haya génadola
ptefmnuadeloslbgwoasnm icos



CAP ¥X] SISTEMA PE PROPOSICIONES Y GLASES 219

falsa, h;’.)s’ cuatro posibilidades respecto de la verdad o la falsedad de

p ¥y q: Estas posibilidades son:
1} p verdadera g verdarera.
2) p verdadera q falsa
3; p falsa q verdarera
4) p falsa q falsa

Cualguier modo de combinacién debe excluir cuando menos una de
estas cuiitro posibilidades Vemos que

p q excluye a (2), (3), (4);
BECT

s diopmesin 2o Ja negacion.y 1. conumein, oo 105 coneept
y la d i6n, no la negacién y juncién, como los conceptos
indefinidos Mis adelante trataremas las consecuenciag de la definicién
1 (if) Esta debe ser, contrastada con II (b).

A 1a conjuncién de dos (o més) proposiciones se le llam:sfmduc'to
légico de las promo'nm en cuestién; las proposiciones ¢onjun
tadas pueden ser llamadas factores de la operacién de multiplicacién
Puedé haber cualquier ndmero de factores.

A la disyuncién, o altemacitm, de dos (o mé4s) proposiciones se
le llama suma légica de las proposiciones en cuestién; las proposi-
ciones asi disyuntadas pueden ser llamadas sumandos en la operacién
de adicién Puede haber cualquier ndmero de sumandos

El producto I4gico de las dos proposiciones es su afitmacién simul-
tdnea, o sea, ambas son az Esto puede definirse, andloga-
mente a la definicién del producto 16gico de dos clases, de la siguiente
manera El producto légico de dos proposiciones es una proposicién
que implica { es implicada por toda proposicién g ue imgnlica a ambas

La suma l6gica de dos proposiciones es sy cion dlternativa,
o0 sea, cuando menos una es verdadera Esto puede definirse, aniloga
mente a la definicién de la suma légica de clases, de la sigiiente
manera: La suma légica de dos proposiciones es la proposicién impli
cada porbasenda una de ellas y que implica toda proposicién implicada
por am

Ahora enunciaremos ciertos principlos formales que rigen tanto
eén lo que se reficre a 1a relacién entre las clases como a la relacién
entte las proposiciones Utilizaremos un simbolo indefinido —< Tm
puedé ser interpretado ya sea como como “implica”, en cuyo caso los
elementos relacionados serén proposiciones, 0 como “estd incluida en”,
én cuyo caso los elementos relacionados serin clasés Estos elémentos
serin gimbolizados por A, B, C, que représentan indiferentemente
clases o proposiciones Cuando deseemos subrayar una interpreta
ciég mfs bien que la otm, emplearemos a, f, y peara la_primens, y
p. q, r para la ségunda, como hicimos anteriormente Simbolizare-
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mos los productos 1égicos mediante simples yuxtaposiciones de los
elementos, es decir, “AB” representa “Ambas A y B”; simbpliza
remos la suma légica mediante + Simbolizaremos la negaclén me
diante una raya sobre la letra, es decir, “A” representa “no-A”
Donde sea conveniente, usaremos paréntesis para inostrar que dos
o mis elementos deben ser tomados como um solo élemento com
puesto, por ejemplo “(A 4 B)” muestra que la suma légica de
A y B debe ser considerada como un solo elemento La negacién de
un elemento compuesto como ése serd expresada por una raya sobre
el paréntesis, por ejemplo: (A + B)

Algunas veces se advertirA que es conveniente expresar estos prin-
cipios como igudldades La igusldad puede ser definida de la si
guiente manera:

A=B = (A—<B) (B—< A) Df

Debe observarse que en la interpretacién proposicional el simbolo
de igualdad “=" es reemplazado por el simbolo de equivalencia 16
g‘ca' 4 m” 87

PRINCIPIOS FORMALES

1 Principio de la identidad

A—<A
2 Principio de la conmutacitn

(i) AB— BA

(i) A+ B—<B+A
3 Principio de la asociacién

(i) (AB)C—< A(CB)

(i) (A+B)+C—-—<A+(B+C)

Debe cbservarse que, pucsto que las definiciones de adicién y mul
tiplicacién po implican ninguna determindcién del orden en (1?.“
han de combinarse los elementos, estas relaciones son simétricas
consecuencia, los tres susodichos principios son obvios No inten-
tamos probarlos aquf 38

87 Véase capitulo vin
88 El estudisnte uedeseeproaegui:elmmendeestetbpicodebecon
sultar a Couturar, Algebra of
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4 Principios de la distribucién
(i) A(B+C)—< AB + AC
(i) AB+C—< (A+C) (B+C)

Este principio conecta la multiplicacién con la adiciéu Debe ob
servarse que Fii) no rige para el zlgebra ordinaria, en tanto que (i)
y los tr;dpnmaos principios sf rigen 3% Asf, 4 (ii) es un principio
diferenciador de un cilculo légico Como una ilustracién de este
principio podemos tomar las tres clases de eruditos, ministros del
gabinete y pares del reino Entonces (i) estd ejemplificado en: Todos
los eruditos que son o bien ministros del gabinete, 6 bien pares del
reino, estén incluidos en 1a clase de aquellos que son o bien emditos
y ministros de] gabinete, o bien eruditos o pares del reino También
(ii) estd ejemplificado en: Todos aquellos que son o bien ernditos y
ministros del gabiente, o bien pares del reino, estdn incluidos en
aquellos que son o bien eruditos o bien pares del reino, y son tam
bién mhinistros del gabinete o pares del reino

5 Principio de la tautologia 40
AA—< A

La clase que consiste en eruditos y eruditos es claramente la misma
que la clase de los eruditos

6 P- apiodclasimttofo -s
(i) AB—< A
(i) A—<A+B

Adf, po Es decir, el ucto 1égico de dos proposiciones
imp]icapcu‘ilquier‘: de los factorgogomadosépindividualmghc Asimis-
mo, p O pVgq Es decir, cualquier proposicién implica la suma 16
gica de sf misma y cualquier otra proposicién De tal suerte, siempre
podemos afiadir al implicado de una proposicién cualquier niimero
de altemativas sin afectar la validez de la implicacién Siempre pode

89 Hay 4lgebras no conmutativas para las cuales no rige el segundo prin
dpiaﬂﬁientrashbasedehﬁitnéﬁci,yporlotmmdd se funde
en nuestras intuiciories lo que se refiere al contdje, las 4 10 conmu
tativas parecerin ab del mismo modo que, mientras los axiomas geo
métricos se basen enm nuestras intuiciones del espacio, las geometrfas no
euclidianas parecerin absurdas Estos principios formales son para el digebra
loquel&saxiomueudidianospamhm;&h '

WVéase W E Jomwsox, 1, p 30 Jo scfiala que ¢l principio de la
tautologfa (que é la “ley reiterativa”) indica que el contenido de lo
que se afirma no ¢s afectado por ninguna re afirmacién’”




222 GENEBALIZACIGN DE LA LOGICA [sEc 1

mos émsundu de una de dos (o mds) proposiciones afirmidas si

eamente y ahrmarelmtoEshe rincipio pernite la simpli
hcacxbn de un argumento al prescin ¢ una proposicién que no
esnecesana?era ito dado Esféciladvertuqueelpnnpxo
rige cuando los elementos son clases Bastard una ilustracién de (ii)
La clase de la gente inteligente estd incluida en la clase de aquellos
que son o bien inteligentés o bien socialistas

7 Principio dé la absorcién
(i) A+AB—< A
(i) A(A+B)—<A

Por emplo, (i) Aquellos que o son al mismo
e?nteﬂgmu()y.wocu:l:.tn‘cmerstinmcl\ﬁos dqucllosqucson

inte ii) Aquellos son miugicales y son o bien
m:MeuolSwlm’tablesggnmcluidosennquéﬂosqucmm

Debcobservame u¢ “A —< B” expresa una proposicién, iiide-
pendientemente de lo que A y B puedan representar puesto que
~ €S una relacién SxAyBsonmterpretadas tativas
de clases, entonces “—<” debe interpretarse como “cshi mcluidz en”
Si Ay B son interpretadas como representatwas de proposiciones,
entpncm “o” debe interpretarse como “implica” Los demds prin-
cipios tienen que ver con implicaciones entre proposicioneg relahvas
a inclusiones de clase, o con implicaciones entre proposiciones
tivas a implicaciones Porlotanto,enamboscasoslarelauénptm
cipal es una relacién de implicacién Por esa razém, usaremos
expresar estos principios, diferenciando entre la in ién de

y lamherpretncxénpropomonalmedmnteeluso <& para repre-
sentar “estd incluido en”

8 Principio de la composicién

(i) o<p o<y DiaPty
pogq por O:p D qr
(ii) f<o y<e D:f+y<a
pOq roq D:pVr O g

Las dos formas de este principio pueden ser ilustradas, con refe
renciz a las clases, delaslgmentemanera l&n Si los pedantes cstin
incluidos en los erudztos, incluidos en los sabi-
hondos, entonoes :;o:lgcdmtec esiﬁn mclmdos en la clase de aquellos
que son a la itos y sabihondos (ii) Si los industriosos estin
incluidos en los competenies, y los bien pagados esthn incluidos en
los cotnpetentes, entonces %oqumobmmductnoeocobwn
bien pagados, estin incluidos en Jos competentes



cap X) SISTEMA BE PROPOSICIONES Y CLASES 223

9. Principio de la trasposicién
a<f O B<o
p2q 2 ~q O~p

Es fécil advertir que la contraposicién descansa sobre este prin
cipio. Puesto que la implicacidn es reciproca, este principio podria ser
enunciado como una igualdad, a saber,

| poq = ~g P~p
10 Principio del silogismo '
e<f f<y 2 o<y
P29 qdr O pOr
Este principio se desprende de la transitividad de las relaciones de
inclusién e implicacién
11 Principio del medio excluido
pV~p
Esto puede leerse como “o p es verdadera o p es falsa ™ 41
12 Principio de la contiadiceién
~(p ~P)

Esto puede leerse como “p no es al misimo tiempo verdadera y
falsa”

Puesto que p representa “cualquier proposicién verdadera” y “~p
representa “cualquier proposicién falsa”, estos dos Wltimos principios
podrian expresarse de la siguiente manera

”

(11) Cualquier proposicién es o bien verdadera o bien falsa

(12) No cualquier proposicién es al mismo tiempo verdadera y
falsa

A través de la exposicién de estos principios hemos considerado la
negacién como indefinida Si suponeinos las nociones verdadera ¥
falsa, la negacién puede ser definida por medio de la multéplicacién
vy la adicién: Usaremos “=1" para simibdlizar “es verdadera” v
“=(" para simbolizar “es falsa”

ﬂEsteyeisigiﬁentepﬁncipiodebcnSeroompaﬁdOs ¢on los resultados
obtenidos en relacién con las clases, dados antetiormente (véase pp 21617)
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Dada cualquier proposicién #, entonces ~p es su negacién si
b ~p=0; pV~p=1

Es decir, la negacién de p es aquella proposiciénn ~p relacionada
de tal modo con $ que una de ellas debe ser falsa y la otra verdadera
Asf, pues, c{; y ~ son contradictorias Debe observarse que tanto el
principio del medio excluido como el principio de la contradiccién
son necesarios para definir “proposiciones contradictorias” El prin-
cipio de la contradiccién no por sf solo gf:n mostrar que p y
~p son contradictorias, podrian ser contrarias formulacién de la
negacién que hemos dado arriba pone de manifiesto lo que estd
comprendido en la negacién de una proposicién, pero lo hace sélo
gorque verdadera y falsa han sido consideradas como nociones no

finidas 42

13 Principio de la negacién doble
A=A

Es ficil advertir que este principio se desprende de la simetria de
las relaciones de multiplicacién y adicién empleadas para definir la
negacién De esta definicién podemos derivar dos férmulas, conocidas
como las férmulas de De Morgan '

(i) (A+B)=AB,

0 sea, la negacién de una suma es el producto de las negaciones de
los sumandos Estofrige independientemente de que los elementos del
producto y la suma sean proposiciones ¢ clases

(ii) (AB)=A+B,

0 sea, la negacién de un producto es la suma de las negaciones de
los factores Esto rige independientemente de que los clementos del
producto y la suma sean iciones o clases

De estas férmulas es posible derivar lis negaciones de expresiones
de cualquier grado de complejidad La regla general es Para cada
elemento sustittiydse su negacién, y cémbiense las sumas por productos
y los productos por sumas

Dadas las definiciones de negacién, adicién y multiplicacién, y
dados los principios resultantes del medio éxcluido y la contradiccién,
podemos derivar férmulas que expresen una divisién exclusiva y ex

42 Los principios de la identided, ¢l medio excluido y 1a tontradiccién han
sido considerados tradicionalmente como los tinjcos principios l6gicos funda
mentales Se trata de un completo error Esos principios no son ni més ni
menos importantes que los otros que hemos enunciado (Véase mis ade
lante, capitulo xx1v ) =
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haustiva de cualquier nimero de elementos Puesto que acetca de
cualquier elemento podemos afirmar A o bién afirmar A, o B o B,
y asi sucesivamente, se desprende que, dados dos elementos, A, B, po
demos afirmar

1=AB+AB+AB+AEB

Es decir: el universo contiene o bien lo que es al mismo tiempo A
EB,obi'enloqucesalmismoﬁempoAynoB,oloquenoesAsino

, 0 1o que no es ni A ni B Puede qué estas altemativas no se
realicen todas ellas, o sea, que cualquiera de las alternativas puede
representar Ia clase nula Colectivamente, éstas alternativas son ex-
haustivas, es decir, que todo en el universo debe caer dentro de uno
u otro de estos conjuntos dé altemativas )

En la enunciacién de los principios formales supusimos que “p”
es equivalente a “p es verdadera”, y que “~p” es equivalente a “p es
falsa” Estos supuestos pueden expresarse de la siguiénte manefa,
usando 1 y 0 como arites:

(i) p = p=1 (if)~p = p=0

Los principios formales enunciados airiba en términos de implica-
cién bastan construir sistemas deductivos, pero no bastan’ para
exiraer conclusiones La transitividad de la relacién de implicacién
produce el principio del silogismo, pero no produce un piincipio que
pefmita la omisién del elemento implicante ¥ Para asegurar esto se
necesita la afirmacién independiente “p=1", o un principio adicional
al efecto de que el impli de una proposicion verdadera que
enuncia una implicacién, puede ser afirmado Asfi tenemos:

14, Princifrio de la deduccién

Lo que es implicado por una proposicién verdadera, es verdadero 44

Este es el Nlamado principio de la deduccién, puesto que es en
virtud de este principio exclusivamente que podemos deducir una
conclusién Sin este principio, la implicacién no produciria pruebas
También podria rsele, con igual propiedid, principio de la dfir-
macién, puesto que por medio de él se nos hace posible afi una
conclusién en vez de considerar meramente la conclusién tal como la
implican las premisas Este principio no puede ser formulado sim
bélicamente. un error, por ejemplo, suponer que el principio de
la deduccién podria formularse mediante

poq p=1 > g=1,

h“Vé;zsecapitulom,SZ;ycf la cita de Russell en la nota al calce de
Pz ..l » . L) - [

44 Véase Principia mathematica, p 94, p 132; Principles of miathematics,
§ 38; Courumrar, Encyclopaedia of the p hical scierices, pp 141 142
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¢ mediante p2ip 2q:9,

pues en ninguna de estas expresiones simbélicas se muestra que p
pueda ser omitida y g afirmada sola 8 Cualquier expresién simbdlica
producird solamente una implicacién es decir, la hipétesis de que P
es verdadera, no le afirmacién de que p es verdadera Pero es la
afirmacién de p lo que se necesita para que podamos extraer la éon
clusién g de la implicacién “pDq”
~ Otro principio no-simbélico es necesario a fin de que, en una afir-
macién respecto de todo ejemplo de cierto conjunto, pedamos sustituir
un ejemplo dado Este es el

15 Principio de la sustitucitn

Lo que pueda afirmarse acérca de cualquier ejemplo, no importa
3330 qzea escogido, puede afirmarse acerca de cualquier ejemplo

o ¢

El principio de 1a deduccién y el principio de la sustitucién estin
entrafiados en todo razonamiento demostrativo Sin estos dos prin
cipios serfa imposible construir un sistema deductivo Una vez que
las proposiciones primitivas han sido enunciadas, es posible, por me(!b'o
de estos principios, deducir conclusiones que son mis y méis com

licadas El desanrollo de las pm]posiciones primitivas enunciadas en

os Principia mathematica tiene lugar en virtud del uso repetido de
estos dos principios. A éstos, en consecuencia, puede conferirseles una
grandisima importancia en la construccién de un sistema deductivo 47

Los 16gicos matenmiticos han adoptado, en su mayoria, la defini-
cién de implicacién en términos de negacibn y disyunciém, lo cual
enunciamos en la pdgina 219 Ciertos teoremas que se desprenden
de esta definicién han sido considerados paradéjicos Ahora debemos

examinarlos La definicién de implicacién, que hemos de considerar,
cs

p>q = ~pvq Df

Pue_.'sto que u~p» sienifica “P es falsa", y “P” significa “P es ver-
dadera”, esta definicion requiere o bien que p, el elemento implicante;
sea falsa, o bien que g, el elemento implicado, sea verdadera Siempre
queés;teseaelcas_o,lagﬁmcmrroposicién iml:licala,seggnda,dc
acuerdo con esta definicibn de “‘implicacién” Ya hemos visto que
“pOq” excluye solamente la posibilidad “P vérdadera; g falsa” As
por ejemplo, dada la proposicién verdadera “2-+2==4", y ]a proposicién

45 La preposicibn “p D :p D p:q¢” es verdadera independientemente de
quepseaverdadaaoh]m,qdzquepinipliqueqono Por lo tanto, esta
proposicién produce solamente la hipbtesis de que p es verdadera, de modo
que no permite la afirmacién independiente de ¢

48 Véas¢ Principia mathematica, *9 12 .

TCf W E Jomwsow, Logic, parte n*, capftalos 1y nr {
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falsa “El sol es frio”, la proposicién compuesta “O bien ‘2-+4-2=4 es
verdadera, o bien ‘El sol es frio’ es falsa” es verdadera En consecuencia
la proposicién, “‘El sol es frio’ implica ‘24-2=4"" es verdadera,
puesto que “implica” estd definido significar “o bien la primen
proposicidn (es decir, la implicante) es falsa, o bien la segunda (es
dearr, la implicada) es dera”, no excluyendo la posibilidad de
que ambas puedan ser verdaderas

Esta deﬁniciénbadgl “implica” no es famili;:r, de nmodo que s:ls
consecuencias probablemente parezcan raras Es importante que e
lector se famﬂlgrice con esta nocién Es posible hacerla mis rlm si
consideramos las siguientes equivalencias

P2q = ~pVq = ~(p ~q)*
~p3q = pVq = ~(~p ~q)
pO~q mm~pV ~q m= ~(p q)
~pO~q = PV ~q = ~ (~p q)

Asi, dada esta definicién de “implica”, entonces, cuando $>¢q, no
eselcasoquepseaverdademng]sa.también,siambaspyqson
verdaderas, entonces, nuevamente, no es el caso que f sea verdadera
y ¢ falsa Por lo tanto, cuando p es falsa, y también cuando ambas
p v q son verdaderas, entonces p implica ¢ Estas consecuencias de
esta definicién de implicacién son andlogas a las consecuencias que
resultin de la introduccién de la clase nula en el sistema de clase Asf,

(i)~p>q corresponde a 0<«a
(il)~p>~q corresponde a 00

(iii)) p>g corresponde a jﬁill

De (i) obtenémos: cudlquier proposicién falsa implica cua.ltﬁse:
proposicién verdadera, de (i) obtenemos cualquier proposicién
implica cualquier proposicién falsa Asi, cualquier proposicién falsa
implica cudlquier proposicién, veidadera o falsa De (iii) obtenemos
cualquier | icién verdadera implica ¢cualquier proposicién verds-
dera; de (1) obtenemos: uier proposicién verdadera es implicada
por cualquier proposicién Asi, una proposicién mda&ra es
implicada por cualguier proposicién, verdadera o fdsa Estos resul-
tados corresponden a la interpretacidn para las clases, a saber, (1) La
clase nula estd contenida en toda clase, (2) Cuadlquier clase estd conte-
nida en el universo Seglin la interpretacién proposicional, estos teo-
48 La primers hilera puede leerse como: “p implica ¢” equivale 2 “o bien
puhlnobienqedlzrudadm"equivalea"ncphuda?oquepmm
daderz y q sea falsa”
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remas que acabamos de enunciar en cursivas se conocen con ¢l nombre
de “paradojas de la implicacién”. Pero estos teoremas no son para-
déjicos, son las consecuencias inevitables de la definicién de la impli-
cacién en términos de negacién y disyuncién Debe observarse que
en el caso de las proposiciones hay s6lo dos posibilidades por lo que se
refiere a la verdad y a la falsedad, a saber, p=1 o0 p=0 Los elementos
p, q, interpretados segtin 12 andloga de la clase considerada como una
extensién, estin limitados a estas dos posibilidades Asi, pues, py ¢
son equivalentes cuando ambas son verdaderas o cuando ambas son
falsas En consecuencia, negar que p implica a g es afirmar que ~$
implica a ¢

Es decir, ~{p>q) D (~p Dq)

Pero, en el caso de las clases, negar que a estd incluida en f no es
afirmar que « estd incluida en f§, g';mto que o y f§ pueden intercep
tarse Detalsuertc,haytresg)oslﬂidadesporloquesereﬁerea
o y B, pero sblo dos posibilidades por lo que se refiere a,p y ¢ En
el caso de la inteipretacidn de clase, por lo tanto, no se presentan
estas garadojas aparentes

El hecho de que las consecuencias de la definicién de la implica
ci6bn que hemos estado considerando hayan sido llamadas “paradojas”,
ha causado indudablemente alguna confusion Como ha o el
profesor Moore, esas consecuencias “paiecen paradbjicas sélo porque,
si emgleamos ‘implica’ en cualquier sentido ordinario, son ciertamente
falsas” ¢ Es claro que “implica” se emplea ordinariamente en un
sentido tzl que la implicacién constituye una base la inferencia
Peroyahemosvistoque,aﬁndeegueqseainf' de p, es preciso
que podamos omitir p Pero p puede omitirse sélo si p es verdadera,
es decir, sélo si p puede ser afirmada Asf pues, en el caso de una
proposicién falsa no podemos omitir €l elemento implicante Si sabe-
mos que p es falsa, entorices sabemos que p implica g (en el sentido
que hemos definido), pero no podemos proceder a afi P, puesto
que tal procedimiento serfa contradictorio Por lo tanto, no podemos
inferir q, puesto que esta inferencia requiere la afinmacién de p
Asimhi:;no, si sabmosp;;&xe qes verdadaa,:f:tonces sabemos que $
implica ¢, pero no podemos proceder a inferir ¢, puesto que
m&mnos que g es verdadera 5"%omo lo ha admitido Kusscll, ?‘Si
pre que p es falsa, ‘no-p o ¢’ es verdadera, pero es infitil para la infe-
lencia, que requiere que p sea verdadera Siempre que se sepa que ¢
es verdadera, se sabe por supuesto que ‘no-p o ¢’ también es verdadera,
pero también es inGtil para la inferencia, puesto que g ya es conocida
y no hace falta inferirla” 5 Russell establece una distincién entre la
validez de la inferencia y lo que €] llama la “factibilidad préctica de

49 Philosophical studies, p 295
5 Debe hacerse referencia a la p 252 y a las pp 250 51, més adelante
S Introd math phil, p 153
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lIa inferencia” Esta distincién no parece haber sido bautizada con
mucha fortuna Lo importante e¢s distinguir entre las relaciones 16gicas
que pueden regir entre las proposiciones, en virtud de las cuales rela
ciones es d1:»0.';1'ble la deduccién, y la verdad de las premisas sin las
cuales la deduccién no serfa vilida Las proposiciones falsas implican
otras proposiciones, pero no pueden ser convertidas en la base de infe
rencias vilidas en las que se afirme que la conclusién es verdadera
No hay, pues, razén para conmsiderar las consecuencias de la
definicién de la implicacién como paradéjicas Serfan paraddjicas sélo
si se las considerara como paradojas de la inferencia Pero en ese caso
no seifan, estrictamente hablando, paraddficas, serian falsas

i



